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СПИНОВ В ПОЛЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
1 
Аннотация. 
Актуальность и цели. В настоящее время значительное внимание исследо-

ватели уделяют поиску новых магнитных метаматериалов. В связи с этим  
в данной работе решается актуальная задача вывода нелокальных уравнений 
распространения электромагнитных волн в магнитных средах, где осуществ-
ляются спиновые переходы под действием радиочастотных, сверхвысокоча-
стотных и терагерцовых полей. На основе этих уравнений предлагается ре-
шать различные задачи, подобные уже решаемым задачам в оптике. 

Материалы и методы. Решение поставленной задачи проведено на основе 
эффектов 2-го и 3-порядков квантовой электродинамики с выделением спин-
спиновых взаимодействий пространственно разнесенных электронов двух во-
дородных атомов. При этом в разложении запаздывающих потенциалов учи-
тываются два параметра малости (v/c) и (Δξ/R12), где v – скорость движения 
электронов, c – скорость света в вакууме, Δξ – смещение электронов относи-
тельно неподвижных ядер, R12 – расстояние между ядрами атомов. 

Выводы. Показано, что в операторе спин-спинового взаимодействия двух 
пространственно разнесенных электронов, принадлежащих двум водородопо-
добным атомам, присутствуют члены, пропорциональные 1/R12

3, 1/R12
2, 1/R12,  

в отличие от оператора Брейта, где взаимодействие двух электронов определя-
ется лишь членами 1/R12

3. На основе полученного оператора спин-спинового 
взаимодействия двух пространственно разнесенных электронов, переходя к 
эффектам 3-го порядка квантовой электродинамики, получили уравнение рас-
пространения электромагнитных волн в системе электронных спинов. 

Ключевые слова: электромагнитные волны, электронный спин, спин-
спиновое взаимодействие двух пространственно разнесенных электронов, во-
дородоподобный атом, запаздывающие потенциалы, эффекты 2-го и 3-поряд-
ков квантовой электродинамики, оператор Брейта. 
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Abstract. 
Background. At present, researchers are paying considerable attention to the 

search for new magnetic metamaterials. In this regard, this article solves the urgent 
problem of deriving nonlocal equations for the propagation of electromagnetic 
waves in magnetic media, where spin transitions are carried out under the action of 
radio frequency, microwave and terahertz fields. Based on these equations, it is pro-
posed to solve various problems similar to those already being solved in optics. 

Materials and methods. The solution to the problem posed is based on the ef-
fects of the 2nd and 3rd orders of quantum electrodynamics, highlighting the spin-
spin interactions of spatially separated electrons of two hydrogen atoms. In this 
case, the expansion of the retarded potentials takes into account two smallness pa-
rameters (v/c) and (Δξ/R12), where v is the speed of motion of electrons, c is the 
speed of light in vacuum, Δξ is the displacement of electrons relative to immobile 
nuclei, R12 is the distance between the nuclei of atoms. 

Сonclusions. It is shown that the operator of the spin-spin interaction of two spa-
tially separated electrons belonging to two hydrogen-like atoms contains terms pro-
portional to 1 / R12

3, 1 / R12
2, 1 / R12, in contrast to the Breit operator, where the in-

teraction of two electrons is determined only by the terms 1 / R12
3. On the basis of 

the obtained operator of spin-spin interaction of two spatially separated electrons, 
passing to the effects of the third order of quantum electrodynamics, an equation for 
the propagation of electromagnetic waves in a system of electron spins is obtained. 

Keywords: electromagnetic waves, electron spin, spin-spin interaction of two 
spatially separated electrons, hydrogen-like atom, retarded potentials, effects of the 
2nd and 3rd orders of quantum electrodynamics, the Breit operator. 

Введение 

Спин-спиновое взаимодействие электронов из-за его релятивистской 
природы значительно слабее других взаимодействий, определяющих структуру 
энергетических уровней. Так, энергия спин-спинового взаимодействия двух 
электронов внутри атомов или молекул составляет порядка 4 510 10− −−  эВ. 
Спин-спиновое взаимодействие играет важную роль в динамике многоча-
стичных систем, влияя на поперечную релаксацию, спиновую диффузию, 
спиновую температуру [1, 2]. Роль спин-спинового взаимодействия электро-
нов может значительно возрасти при распространении резонансного радиоча-
стотного поля в системе свободных электронов, например в магнитном мета-
материале из металлических нано- или микросфер. 

Оператор спин-спинового взаимодействия двух электронов соответ-
ствует запаздывающему взаимодействию порядка ( )2/v c  ( v  – скорость дви-
жения электронов, c  – скорость света) и содержится в операторе Брейта  
[3–5]. Этот оператор был получен в рамках 2-го порядка теории возмущений 
квантовой электродинамики и применяется для описания сосредоточенных 
электронных систем, размеры которых удовлетворяют условию ( )0 / cω Δξ , 
где Δξ  – размеры системы, 0ω  – собственная частота в спектре взаимодей-
ствующих электронов. Однако значительный интерес представляет учет 
спин-спинового взаимодействия в протяженных системах, например в фер-
ромагнетиках, магнитных метаматериалах в поле электромагнитного излуче-
ния, чему и посвящена данная статья. 
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В классической электродинамике магнитное поле кругового тока зави-
сит от расстояния до точки наблюдения по закону 31 / r  [6]. Именно это свой-
ство магнитных полей используется для описания магнитных метаматериалов 
из разомкнутых кольцевых резонаторов [7, 8] при рассмотрении взаимодей-
ствия соседних магнитных моментов. При учете запаздывания электромаг-
нитное поле магнитных диполей зависит от расстояния до точки наблюдения 
по более сложному закону [6]. В данной статье представлено квантоэлектро-
динамическое рассмотрение взаимодействия пространственно разнесенных 
электронных спинов и будет получен оператор спин-спинового взаимодей-
ствия более общий, чем оператор Брейта. 

Как показано в [9, 10], решение проблемы двух электронов позволяет 
вывести нелокальные уравнения электродинамики, например в виде интегро-
дифференциальных уравнений распространения электромагнитных волн. 
Квантовоэлектродинамическое рассмотрение взаимодействия двух электро-
нов в поле излучения позволяет выяснить физический смысл поляризацион-
ных полей с участием промежуточных состояний с положительной и отрица-
тельной энергией. В случае гелиеподобного атома взаимодействие двух элек-
тронов в поле реальных фотонов как эффекты 3-го порядка квантовой элек-
тродинамики было описано Дрейком [11]. В наших работах было дано описа-
ние взаимодействия двух пространственно разнесенных электронов в поле 
излучения. При этом основное внимание было уделено электрическим ди-
польным квантовым переходам в спектре водородоподобных атомов. Обоб-
щение этого рассмотрения на случай квазимолекулярных систем дано в [12]. 
В данной статье приведено подробное описание взаимодействия двух про-
странственно разнесенных электронов с рассмотрением квантовых переходов 
между спиновыми состояниями электронов. 

На основе полученного оператора спин-спинового взаимодействия двух 
пространственно разнесенных электронов выведено интегродифференциа-
льное уравнение распространения электромагнитных волн в непрерывной 
среде электронных спинов. 

1. Оператор энергии взаимодействия  
двух пространственно разнесенных электронов 

Матричный элемент энергии взаимодействия двух электронов, принад-
лежащих двум водородоподобным атомам на произвольном расстоянии друг 
от друга, представим следующим образом [13]: 

( ) ( )2 1 2
; 1 2

1 2

1
AB CD C DU e + + −= ψ ψ ×

−
α αr r

r r
 

 ( ) ( )1 2 1 2 1 2exp AC A B
i d d
c

 × ω − ψ ψ 
 

r r r r r r ,  (1) 

где 1 2,α α  – матрицы Дирака 1-го и 2-го электронов; e  – заряд электрона; 
( )1Aψ r , ( )2Bψ r  – волновые функции электронов в состоянии A и B; 1 2,r r  – 

радиус-векторы электронов; ( )1C
+ψ r , ( )2D

+ψ r  – эрмитовосопряженные вол-
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новые функции электронов в состоянии C и D. При этом частоты состояний 
удовлетворяют закону сохранения (рис. 1) 
 A B C Dω +ω = ω +ω .  (2) 

 

 
Рис. 1. Диаграмма взаимодействия двух электронов через поле виртуальных  

фотонов: A, B – начальные состояния электронов с энергиями ,A Bω ω  ;  
C, D – конечные состояния электронов с энергиями ,C Dω ω   

 
Расстояние между электронами в (1) представим как 

 1 2 1 12 2− = − −r r ξ R ξ ,  (3) 

где 1ξ , 2ξ  – смещения электронов относительно неподвижных ядер атомов; 

12R  – расстояние между ядрами. Это позволяет записать следующее прибли-
женное равенство: 

 ( ) ( ) ( )2 2
12 12

1 2 12 2 2 4
12 12 12

11
2 2R R R

 Δ Δ Δ − = + − − 
  

ξ ξR ξR
r r R ,  (4) 

где 1 2Δ = −ξ ξ ξ .  
Проведем разложение фактора запаздывания в (1) с учетом (4), полу-

чим 

1 2 12

1 2 12

exp expAC AC
i i R
c c

R

   ω − ω   
   = ×

−

r r

r r
 

 ( )22 2
12 0 12 0 0 02

11 1
2

AC AC
i R f R f f f
c c

   × + ω − ω × − +    
,  (5) 

где безразмерная функция 0f  имеет вид 

 ( ) ( ) ( )2 2
12 12

0 2 2 4
12 12 122 2

f
R R R

Δ Δ Δ
= − −

ξ ξR ξR
.  (6) 

Будем пренебрегать в (5) членами порядка ( )12/ nRΔξ  при 2n > . 
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Матричные элементы 1α  и 2 ~ /v cα , где v −  скорость движения элек-
тронов, c −  скорость света в вакууме. Поэтому при подстановке разложения 
(5) в матричный элемент (1) будем учитывать члены, не превышающие этот 
порядок величины. Поэтому оператор энергии запишем следующим образом: 

( )( )0 122
2

1 2 0 0
12

1 1
i R
cG

eU e f f
R

ω
= − − + +α α  

( )( ) ( )
0 12

0 122 22 2
1 12 0 12 0 1 2 12 02 212 12
, ,

2

i Ri cR
cie e ee H R f R f H H R f

c R c R

ω
ω     + × − − ×          

, (7) 

где 0 ACω = ω  и 1H , 2H  – операторы электронов 1 и 2,  

 ( )2
1 1 1 1 1

eH c mc eA= +β +α p , ( )2
1 2 2 2 2

eH c mc eA= +β +α p ,  (8) 

1 2,p p  – операторы импульса электронов; 1,2β  – β -матрицы Дирака; ( )
1,2

eA  – 
скалярные потенциалы электронов в атомах 1 и 2; 

( ) ( )1 1 1A A AH ψ = ω ψr r , 

 ( ) ( )2 2 2B B BH ψ = ω ψr r .  (9) 

Вычислим коммутаторы в (7) и получим следующий оператор взаимо-
действия двух электронов: 

 ( )( )0 12 0 12 0 122 2
2

1 1 2 1 1 3
12 12

1
i i iR R R
c c cG

e eU e f e f e e f
R R

ω ω ω
= − − +α α α ,  (10) 

где 

( )12 1212
3 2 2 4

12 12 12

3
f

R R R

ΔΔ= − −
ξR RRξ , 

 ( ) ( ) ( )2 2
12 12

1 2 2 4
12 12 12

31
22

f
R R R

Δ Δ Δ
= − − −

ξ ξR ξR
.  (11) 

Покажем, что оператор GU  переходит в оператор Брейта BU  для двух 
электронов в гелиеподобном атоме. Действительно, при выполнении условий 

12 1 2R = −r r , 1 2 1 2− = −ξ ξ r r , 12 0R
c
ω →  

получим, что 

 ( ) ( )( )2 2
1 2 1 12 2 12

12 122G B
e eU U
r r

+
= = −

α α α n α n
,  (12) 

где 12 12 12/ r=n r . 
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2. Переход к слаборелятивистскому пределу 
Представим волновые функции в (1) как [13]: 

 
x
ϕ 

ψ =  
 

, 
2mc

χ = ϕσp ,  (13) 

где σ  – матрицы Паули [13].  
Вектор плотности электрического тока определим с помощью матрич-

ного элемента 

 ( )ce ce+ + += ⋅ψ ⋅ ⋅ψ = ϕ + χ ϕσ σj α ,  (14) 

где , ,+ + +ψ ϕ χ  – эрмитовосопряженные волновые функции.  
В результате получим следующее выражение для вектора плотности 

электрического тока: 

 ( ){ } ( )x
2
e c
mi

+ + + = ϕ ∇ϕ− ∇ϕ ϕ + ∇ ϕ ϕ  
j μ ,  (15) 

где ( )/ 2e mc=μ σ  – оператор спинового магнитного момента электрона.  
Используем выражение (15) для вычисления матричных элементов 

оператора GU , основное внимание уделяя спин-спиновому взаимодействию 
электронов. Соответствующий оператор спин-спинового взаимодействия 
двух пространственно разнесенных электронов обозначим как –s s

GU . Тогда 
после вычисления получим, что 

( )( )0 12 0 12
22 2

1 12 2 12– 01 2
2 2 3 5

12 12

3
24

i iR Rs s c cG
e peU e e

mcm с R R

ω ω −= − − + 
  

×
σ σ R Rσ σ  

 ( )( ) ( )( )2
1 12 2 12 1 12 2 121 2 1 2

3 2 412 12 12 12

3
2
e i

R mcR R R

   − −− − −   
     

×


σ σ σ σσ σ σ σR R R R
,  (16) 

где 0p  – матричный элемент (по модулю) оператора импульса электрона. 
Оператор спин-спинового взаимодействия, полученный из оператора 

Брейта (12) в слаборелятивистском пределе, зависит от расстояния между 
электронами по закону ( )3

121 / R  и соответствует первому слагаемому в (16) 

при ( )0 12 / 0R cω → . Для пространственно разнесенных электронов, как вид-
но из (16), возникают также и другие зависимости от расстояния между элек-
тронами. 

Переходя к операторам 1μ  и 2μ  спинового магнитного момента элек-
тронов, получим из (16) следующий оператор: 

( ) ( )( )0 12 1 2 1 12 2 12–
3 5

12 12

3i Rs s cGU e
R R

ω  −
= − − + 

  

μ μ μ μR R
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( ) ( )( )0 12 1 2 1 12 2 120
2 312 12

2
i R
cp mc e

R R

ω  −
+ − − 

  

μ μ μ μ


R R
 

 ( ) ( )( )0 12 1 2 1 12 2 12
2 4

12 12

32
i R
cimc e

R R

ω  −
− − 

  

μ μ μ μ


R R
.  (17) 

Первое слагаемое в этом операторе, обратно пропорциональное 3
121 / R , 

соответствует величинам порядка ( ) ( )2 2
12/ /v c RΔξ . В этом можно убедить-

ся, если вычислить энергию взаимодействия двух электронов в основном со-
стоянии, используя первый порядок теории возмущений. Второе слагаемое  
в (17) соответствует величинам порядка ( )/v c , а третье – величинам порядка 

( )( )12/ /v c RΔξ . Это означает, что основную роль в спин-спиновом взаимо-
действии пространственно разнесенных электронов играют члены, пропор-
циональные 121 / R . 

3. Учет внешнего поля излучения 

Взаимодействие двух электронов во внешнем поле излучения опреде-
лим с помощью поляризующих полей, пропорциональных квантомеханиче-
ским средним 1α  и 2α . При этом реализуется следующая схема квантовых 
переходов. Пусть оба электрона находятся в основном состоянии с волновой 
функцией mψ  и энергией m mE = ω . В результате взаимодействия электро-
нов через поле виртуальных фотонов один из электронов, например электрон 
2, переходит в некоторое состояние с волновой функцией kψ  и энергией 

k kE = ω , а затем возвращается в исходное состояние mψ . При этом первый 
электрон переходит в возбужденное состояние с энергией n nE = ω  и волно-
вой функцией nψ . Эта схема квантовых переходов соответствует эффектам  
3-го порядка квантовой электродинамики (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Диаграмма взаимодействия двух электронов через поле виртуальных  

и реальных фотонов: m, n – индексы начальных состояний электронов,  
p, r – индексы их конечных состояний. При этом закон сохранения энергии – 

0n m p rE E E E+ + + ± ω= , ω  – частота реальных фотонов 
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Вычислим 2α  с помощью теории возмущений, ограничиваясь ее пер-
вым порядком. Уравнение Дирака для решения этой задачи имеет вид 

 2 2Ψ Ψm mi H e
t
∂ − = − ∂ 

α A ,  (18) 

где 2 m m mH ψ = ω ψ , а волновая функция Ψm  представляется в виде кванто-
вой суперпозиции: 

 ( )Ψ mi ti t i t
m m mk mk k

k
a e b e e− ωω − ω  = ψ + + ψ 

  
 ,  (19) 

где ,mk mka b  – комплексные коэффициенты.  
Пусть векторный потенциал A  в уравнении (18) имеет вид 

 ( ) ( )( )2 2
1,
2

i t i tt e eω − ω= +A r A r ,  (20) 

где ( )2A r  – функция координаты 2r  местоположения электрона 2. 
Подставим (19) в (18), чтобы вычислить коэффициенты mka  и mkb . То-

гда получим следующее уравнение: 

( ) ( ) ( )2
i t i t

mk mk mk mk k
k

e a e bω − ω ω −ω + ω + ω ψ =  r  

 ( )( )2 2
1
2

i t i te e eω − ω= − +α A r ,  (21) 

где mk m kω = ω −ω  – частота перехода. Умножим обе части уравнения (21) на 

( )*
2kψ r  и проинтегрируем по переменным 2r . Тогда находим после прирав-

нивания коэффициентов, стоящих при одинаковых временных экспоненци-
альных множителях, значения неизвестных коэффициентов: 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2| |
2

k m
mk

mk k

e
a

ψ − ψ
=

ω −ω
α



r A r r
, ( ) ( ) ( )

( )
2 2 2 2| |

2
k m

mk
mk k

e
b

ψ − ψ
=

ω + ω
α



r A r r
. (22) 

Используя значения коэффициентов (22), получим для квантово-
механического среднего 2α  следующее выражение: 

2 2 2Ψ | |Ψ | |m m m m m= = ψ ψ +α α α  

 2 2| | | | ( . .)i t i t
m k mk m k mk

k k
a e b e c cω − ω+ ψ ψ + ψ ψ + α α .  (23) 

Часть выражения (23), зависящая от векторного потенциала ( )2A r , 
определяет тензор поляризуемости 2mα  в состоянии m  для частот вдали от 

mkω . При стремлении ω  к mkω  следует перейти к комплексным энергиям 

( )/ 2 Γk k kE E i→ − , где 1Γk
−  – время жизни возбужденных состояний k . 
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Матричные элементы 2α  в (23) найдем с помощью выражений (14) и 
(15), позволяющих определить тип квантовых переходов в тензоре поляризу-
емости. Ниже будем рассматривать только спиновые квантовые переходы  
в спектре взаимодействующих электронов. 

4. Уравнение распространения электромагнитных волн  
в системе электронных спинов 

Напряженность магнитного поля в месте расположения электрона 1  
с радиус-вектором 1r  определим с помощью оператора (17) следующим  
образом: 

 ( ) 122 /
1

12
  t R crot rot

R
−=

μ
H r ,  (24) 

где 2μ  – квантовомеханическое среднее магнитного спинового момента 
электрона 2 в точке 2 1 12= +r r R . Дифференцирование в (24) проводится по 
координатам точки наблюдения 1r . 

Запишем оператор –s s
GU  как 

 ( )–
1 1

s s
GU = μ H r   (25) 

при условии, что временная зависимость 2μ  определяется законом 

 2 20
i te− ω=μ μ ,  (26) 

где ω  – частота внешнего поля излучения. Подставляя (26) в (24), найдем со-
ответствие между операторами (17) и (25). 

В протяженной среде электронных спинов при распространении в этой 
среде электромагнитных волн уравнение распространения электромагнитных 
волн при непрерывном распределении спинов имеет вид 

 ( ) ( ) 12 /, , rot rot t R ct t N dV
R

− ′= + I
μ

H r H r ,  (27) 

где ( ),tIH r  – напряженность магнитного поля внешней электромагнитной 
волны в точке наблюдения r ; μ  – некоторая функция локального поля 

( ),tH r'  внутри среды в точках r'  в запаздывающие моменты времени 
/t R c− , R = −r r' , интегрирование ведется по всем точкам r'  среды. 
Определим зависимость μ  от поля H , используя уравнение Блоха для 

электронной намагниченности N= μM : 

 [ ] ( ) ( )0
2 1

1 1
x y z

d M M M M
dt T T

= γ × − + − +M M H i j k ,  (28) 

где , ,i j k  – орты координатных осей; 0M  – равновесная намагниченность; 
( )/e mcγ = ; 1T  и 2T  – времена продольной и поперечной релаксации [2].  
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Стационарное решение уравнений (28) во вращающейся с частотой ω  
системе координат имеет вид 

 
( )

2
1 2 1 2

0 2 2 2
2 1 1 21

x y
H T i H TM iM M

T H T T

Δωγ + γ+ =
+ Δω + γ

  ,  (29) 

где 1H  – напряженность радиочастотного магнитного поля, осуществляюще-
го квантовые переходы между спиновыми состояниями электрона в постоян-
ном магнитном поле 0H , 0Δω= ω−ω , 0 0Hω = + γ . 

При выполнении условия 2 2
1 1 2 1H T Tγ <<  в слабых радиочастотных по-

лях получим из (29), что 

 ( ) ( )1 1 0 1 1
0 2

1
/x y x y M x yM iM H H N M H H

i T
+ = + α = γ +

ω −ω−
  i j i j ,  (30) 

где 0 zM M=  и пропорционально напряженности постоянного магнитного 
поля 0H , направленного вдоль оси z ( )||z k , а напряженность радиочастотно-
го поля 1 ⊥H k . Подставляя (30) в (27), получим интегродифференциальное 
уравнение распространения электромагнитных волн в протяженной системе 
электрических спинов для нахождении поля ( ),tH r  в различных точках 
наблюдения как внутри среды, так и за ее пределами. 

Заключение 
Итак, в данной статье представлено квантовоэлектродинамическое рас-

смотрение взаимодействия двух пространственно разнесенных электронов  
в поле внешнего радиочастотного поля, что позволяет вывести уравнение 
распространения электромагнитных волн в системе электронных спинов. Это 
уравнение представляет значительный интерес, например, при описании маг-
нитных метаматериалов из металлических микросфер. 
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